EL ARCO DE MEDIO PUNTO DE SEGCCION CONSTANTE
EN EL METODO DE CROSS

Javier Lahuerta, Arquitecto.

EL ARCO DE MEDIO PUNTO

El arco de medio punto es un elemento constructivo que
se emplea con cierta frecuencia, aunque en la época actual
su importancia como forma arquitectéonica no sea la que ha
tenido en épocas pasadas.

En estructuras de edificacion aparece ordinariamente sobre
sustentaciones elasticas, pues sus arranques rara vez estan en
la cimentacion o sobre elementos de rigidez tal que pueda
prescindirse del efecto de los giros y desplazamientes de los
extremos, sino que, por el contrario, el arco se encuentra
unido a pilares o estructuras deformables, y el efecto de tales
giros y desplazamientos pasa a ser fundamental.

El calculo de un arco de medio punto con sustentaciones
elasticas, por los métodos que suelen llamarse clasicos, es
laborioso, especialmente si esta unido a elementos reticula-
dos complejos. El comportamiento elastico del arco se ve
mucho mas clarg, y el calculo se simplifica en modo notable
aplicandole el Método de Cross.

DEFORMACION ELASTICA DEL ARCO

En la figura 1 se representa la deformacion general de un
arco con sustentaciones elasticas bajo un sistema de cargas;
en ella aparecen los giros y los desplazamientos de extremo
con los sentidos que adoptamos como positivos para ellos. El
verdadero desplazamiento entre extremos se considerara asi-
mismo positivo con el mismo criterio de sentidos anterior,
medido como desplazamiento del extremo izquierdo respec-
to del derecho, y sus componentes son, por tanto :
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El estudio clasico de los arcos, desarrollado bajo la hipé-
tesis de que la deformacién por compresion y por cortadura es
despreciable frente a la deformacion por flexién, parte del
valor de la deformacién angular ¢ de una rebanada de lon-
gitud ds, situada en un punto 4, de coordenadas («, y). Deno-
minando M el momento flector en la rebanada, E el médulo
de elasticidad del material y J el momento de inercia de la
seccion, esta deformacion vale :
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Supuesto fijo el extremo izquierdo del arco, por efecto de
la deformacién angular df de la rebanada ds, situacda ci. un
punto A (figura 2), el desplazamiento diferencial entre ex-
tremos tiene por componentes :

My

ar= yar =40 4
Ay = (1—x) db = M(—‘b;i)ds

Supuesto fijo el extremo derecho, por . iecto de la misma
deformacion angular, el desplazamiento diferencial entre ex-
tremos tiene por componentes :

i X, My
AA=  yab = “E ds
M:
A = — =l
a, xdb E ds

ECUACIONES DE DEFORMACION

De las componentes verticales de ambos casos deducimos
los giros de extremo 6 y 6~ (figura 1), que tienen por ex-
presiones : '
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y de una cualquiera de las componentes horizontales de los
desplazamientos diferenciales deducimos el desplazamiento
horizontal entre extremos (figura 1):
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En las sustentaciones aparecen las correspondientes reac-
ciones, cuyas componentes son las marcadas en la figura 3, en
la cual estan representadas con los sentidos que adoptamos
como. positivos. En la misma figura marcamos la solicitacién
en el punto 4 : esfuerzo axial N, esfuerzo cortante T y mo-
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mento flector M, con los sentidos adoptados como positivos.
Asimismo marcamos los sentidos positivos de las cargas ver-
tical Q, y horizontal H,,

ARCO ISOSTATICAMENTE SUSTENTADO

Denominamos arco isostatico el sustentado en su extremo
izquierdo con un apoyo (libre desplazamiento horizontal y
libre giro) y en su extremo derecho con una articulacién (libre
giro). Las reacciones de este arco isostatico bajo el sistema de
cargas tendran tres componentes nulas: M’, M’ y H’, y las
demiés, que vamos a designar con el subindice i para distin-
guirlas de las del caso general, valen:
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sumas en el caso de cargas aisladas, que se convierten en
integrales de qds y hds en el caso de cargas repartidas.

La solicitacion en un punto cualquiera 4, en este caso
isostatico, tiene las siguientes componentes:

N, = (V! — ZM QOu) cos a + EM H, sen «a
I, =V, — %, Qu)sena — X H.cosu

M, = V’,x—EmQ..(x—xu)—- ZM Ho(y — yu)

Los giros de extremo y el desplazamiento horizontal tienen
en el arco de seccién constante las expresiones siguientes :

'v— —_1 —
= TEF szM(l x) ds
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A = —_— M; yds
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ARCO ELASTICAMENTE SUSTENTADO

Si ahora consideramos el caso general del arco, entre sus
componentes de reaccién y las del arco isostitico, establece-
mos las siguientes expresiones :

PN &
v g M

o= B =

y la solicitacién en un punto cualquiera 4, vale:

sz_ﬂ-;-_ﬂ" cos o« + H sen o
T=Tz—-g’——;—M—'— sen o — H' cos «
M=+ MESE —wE —my

Esta expresién de M es la que hay que introducir en las
ecuaciones de ¢, §” ¥ A, quedando en el arco de seccién
constante asi:

‘ H”
v ; l g
Figura 3
M M
0 = —_—— -— * o ke b -
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Resueltas las integrales en el arco de medio punto, e in-
troduciendo los valores 6, 6" y A;, las expresiones de

6, 6” y A son:
JPR 3aM — = M’ — 4IH') + 0 + A,
BEL . iy PP
0" = b (M BRM M) 0
ol 1/ e o : : ;
. ; y —y
- T6ES @M — AM" — TlH') + A

constituyendo las ecuaciones fundamentales del arco de medio
punto. De ellas se deduce el comportamiento en cualquier
caso, como se ve a continuacion.

ARCO ARTICULADO

En el caso del arco con ambos extremos articulados, las
condiciones generales de sustentacion son: M’ = 0, M’ = 0.
De la tercera ecuacién fundamental se despeja la incégnita H’.

Carga sin desplazamiento: A = 0,A = 0:
e J6EIN 16 [ g
i nl®.
D

Desplazamiento horizontal sin carga: 17, = 0, A = 0:

W

nl
Desplazamiento vertical sin carga: 14 = 0, A = 0:
=9

ARCO EMPOTRADO

En el caso del arco con ambos extremos empotrados, las
condiciones generales de sustentacién son: ¢ = 0, §” = 0.
Resolviendo las tres ecuaciones fundamentales se obtienen las
tres incognitas H’, M* y M”.
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Carga sin desplazamiento: A = (; A = 0:

R Bl e
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Desplazamiento horizontal sin carga: A4 =0, A = 0:
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Desplazamiento vertical sin carga: M; =0,A =0:
L el

M = J/":——g]—A
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RI1GIDEZ Y TRANSMISION
Si en un arco descargado, con su extremo derecho empo-
trado y ambos extremos indesplazables, aplicamos en su ex-
tremo izquierdo un momento M’, se produce en dicho ex-
tremo un giro 0, y en el extremo derecho un momento M.
Se denomina, como ya se sabe:

S - lacié _ M
rigidez izquierda, la relacién : b=

. . s i M
transmisor izquierdo-derecho, la relacion : X, = 5

Operando simétricamente tendremos la rigidez derecha g |
y el transmisor derecho-izquierdo *p. En arco con eje de si-
metria, ambos valores de rigidez y transmisor son iguales :
R G I A
Haciendo =0, A = 0y A = 0 en las ecuaciones fun-
damentales con el arco descargado, obtenemos para el arco
de medio punto de seccion constante :
; © (x* — 8) !/
I P x4 7 7 ol

_ 2@x'—16) EJ _ 4634 EJ

o sea, rigidez: p T al® ;
i 16 — % ..
M= SR
: 16 — =*
0 sea, transmisor : X = — 31ﬂ——1_6 = — 0,4505

Las reacciones que aparecen debidas a los momentos,
valen :

— —_— " —_— ok — —_— — —_—
H = l(ﬂl M ) = (3 3 1‘)1 M = 1,847 i
V= — s S s g Q._._)- [ — — /_

l > (’ T l )l Ar 0,5495 l

La rigidez ideal del arco simétrico bajo cargas simétri-
cas, y la del arco simétrico bajo cargas antimétricas, ambos
casos con transmisién nula, valen, como ya se sabe:
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rigidez ideal en simetria:

4r E 6,721 £
i st == 1 e o
rigidez ideal en antimetria :
8 E 2,546 £
po=p +0= S5 _ 2504

APLICACION DEL METODO DE CROSS

Una estructura formada por barras y arcos de medio punto
se estudia por el Método de Cross del mismo modo que si
se tratase de una estructura formada simplemente por ba-
rras, y aunque es bien conocido, resefiamos brevemente a
continuacion el camino a seguir.

Se determina primeramente la rigidez de cada una de
las piezas, teniendo en cuenta las simplificaciones por sime-
tria o antimetria si las hay, y luego la rigidez relativa de las
mismas dentro de cada nudo.

A continuacién se calculan los momentos en los extremos
de pieza debidos a las cargas, en €l supuesto de que los nudos
no giran ni desplazan (empotramiento perfecto), y asimismo
los empujes en los arcos sin temer en cuenta -los momentos,
es decir, en el caso articulado; por medio de un Diagrama
de Cross se determinan los momentos de extremo definitivos
que resultan al dejar los nudos en libertad de giro.

Se analiza seguidamente la estructura para determinar
todos los desplazamientos independientes de nudo que sean
compatibles con la forma geométrica de la misma. En cada
uno de los desplazamientos se estudian las piezas afectadas
por el mismo; si se trata de una barra, la influencia a tener
en cuenta sera solamente giro del eje, pero si se trata de un
arco, el desplazamiento dara lugar, en general, a una com-
ponente A y otra A. Dado un valor arbitrario del despla-
zamiento, se calculan los momentos de extremo que se pro-
ducen en barras y arcos, supuestos sus extremos sin giro, y,
asimismo, los empujes en los arcos sin tener en cuenta los
momentos, es decir, en el caso articulado; por medio de un
Diagrama de Cross se determinan los momentos de extremo
definitivos resultantes al dejar los nudos en libertad de giro.

Finalmente, se plantean las ecuaciones de equilibrio de
la estructura total, de partes de la estructura separadas por
los convenientes cortes, o de nudo, en niimero igual al de los
desplazamientos independientes, teniendo en cuenta que los
arcos tienen reacciones con componentes V y H, ambas afec-
tadas por los momentos de los diagramas.

Despejados de estas ecuaciones los coeficientes de despla-
zamiento, se calculan los momentos definitivos de nudo y las
graficas de la solicitacion de cada pieza.

Se aclarara esta rapida descripcién en un ejemplo.

EFECTO DE LAS CARGAS TIPO

Para su aplicacion directa en las sucesivas etapas del Mé-
todo de Cross, y en el trazado final de las graficas de solicita-
cién, desarrollamos a continuaciéon los valores de reacciones
isostaticas y solicitacién isostatica, asi como las reacciones
hiperestaticas en los casos de arco articulado y arco empo-
trado, para los tipos de carga que con mas frecuencia se sue-
len presentar en el arco de medio punto con seccién cons-
tante, que son:

a) Carga aislada vertical en un punto cualquiera, con
caso particular en la clave.

b) Carga uniformemente repartida en la directriz del
arco, tanto parcial como completa.

¢) Carga uniformemente repartida en planta del arco,
parcial y completa,

CARGA AISLADA VERTICAL (GENERAL)
Segin la representacién de la figura 4.
Reacciones isostaticas :

v =Q_’—l"° o Q“IHQ’S’“
ST Xo gl 1 — cosa
e i ow g B

H =10



Solicitacién isostatica :

entre o == 0, o entre = O, %
M=Q(1+cos;.)c05a M=_Q(1-—cosza,)cosa
n=Q(l+cos;)sena Ve =_Q(l——c052a,)c05a
M =Ql(l + oS ao Z(l—cos o) m =Ql(1 — COSaa4) (1 4+ cos a)
Reacciones hiperestaticas del arco articulado :
B =H = _% sen’a,
Reacciones hiperestaticas del arco empotrado :
M = Ll ) [—1:(1:’—4)+(1:'—8)a 4+ (x'—4) cosaw +
27 (x*—8) i i
+mlsenao — (' — 8) sen a0 oSt — Tl to COS o + 27 SEM 06 ]
M":—' —_ 515—(.,?,1—_—8)[—41[—(1!.—8)&0 +4ﬂcosao +K’S¢"ao +
+ (=*—8) sen a, €0S e — T to COS o +21rsen'ao]
H =H"= 'n—,z_i—s— [—21‘5+4senau +2KCO$¢19—4E¢C0510 +
+1t5€n’ao]

CARGA AISLADA VERTICAL (CENTRAL)

En el caso particular de una carga aislada actuando en
la clave del arco (a =—;—), se tienen los siguientes valores :

Reacciones isostaticas:

SRV S
Solicitacién isostatica :

entre « = 0, —%— entre « = —%—, z

N3=Qm;a M=——nga

T = Qse;m g Yl C)segaz

M, = -% (1—cosa) M; = —-Q4—l (14 cosa)

Reacciones hiperestaticas del arco articulado :

H’=H”=—O_

(i

Reacciones hiperestaticas del arco empotrado :

o Do 442x—m?
lltes Tl 105 -
X 0w G :’:’8:
CARGA UNIFORMEMENTE REPARTIDA EN ARCO
(PARCIAL)

El elemento de carga tiere la expresion dQ = gds = %ida,

y la representacion en planta de la carga, la ley 9_ge la

sen a
figura 5.
Reacciones isostaticas :

VI‘ = ql oo + :e" o
Vo= ql o —ien o
Hy= 0

Figura 4

Figura 5

Figura 6
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Solicitacion isostatica :

entre 2 =0, a entre « = ao, T

M=ql(aa+sennz—a3505a Mz_ql(ao—se';ao)(ﬂsfl
=g (2 +sena1 — u)sena P kil (2o —sen4a, ysen o
My = g+ + Sen a0 —2sena— (a0 + sena, —2a)cosa
i 8
A ql,(ao — sena, ) (14 cos a)

8

Reacciones hiperestaticas del arco articulado :

72l g ﬁqfé (a0 — SeM o €OS 20 )

Reacciones hiperestaticas del arco empotrado :
Al ql’ 2 4 2 2 2
T [41\: —28(" — 5w + (5 — B’ +
+2n(n® —4) sen ao —4* coS 0o —(n* —8) sen ' a, —2 T Sen as COS o —

—2 nla, Sen aoJ

LR ql*® U S e (o
ol 8n(x* —8) [4"’ 6T —(n'—8)a® + 8Brsen ao

—A4n"cosao — (n'—8)sen'a + 27 Sen a0 COS o — 271 s SEN to ]

9l e ____qL_ 1 0 Luds PRy Les
# == T [16— 370 — 4 semag— 16 cos

— T Sen ao COS a0 — 8 o Sen ao ]

CARGA UNIFORMEMENTE REPARTIDA EN ARCO
(TOTAL)

Representacién en la figura 6.

Reacciones isostaticas:

Vsle i == %ql Hy =0

Solicitacion isostatica :

N‘qum

4
g (x —2«::31 sen a
M = ql? 7t-—258na—1\:8c05a+2a605a

Reacciones hiperestaticas del arco articulado :

H=m=2 _oxqg

Reacciones hiperestaticas del arco empotrado :

-l v X0 Ext) L, o :
M= M—S(x'—S) ql’ = 0,0219 gl
y B2 =8 %® i
CARGA UNIFORMEMENTE REPARTIDA EN PLANTA
(PARCIAL)
El elemento de carga tiene la expresién dQ = qdx =

=q7lsen ada, con la representacién de la figura 7.

Reacciones isostaticas :

Jiy N 2
A qls 2c0S a0 — €OS’ ao

8
418 2
= ll ZcoSaé +cos*ao
o= 0
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Solicitacion isostatica :

entre « = 0, o
Y aley (—1—2cosa — cos*a + 4c0S a) oS

8
o (—1—2cosa, —cos*ar, + 4cosa)sen a
21 =4k 8
i _ql,(l—2cosa. — €05 ) +(1 +2c08 a0 + €0S*® o )cOSa—2c0S * o
o 16

entre @ = a, T

(1—2cosa + cos’a, )COS a
7 e Lot 7.
N = ql 8
£ i ql (1—-2cosa0 + cos*ac ) Sen a
= — 3
"l s 1—2cosas + cos*as )(1+ cos a)
M, = ql 6

Reacciones hiperestaticas del arco articulado :
v o _ 4t :
s T ooy (2—2cos as + sen’a, cos a )

Reacciones hiperestiticas del arco empotrado :

y == L. =T 2 2 Nn
. 481:(1:'—8)[ 4z=(3% *16) +9 7" a0 +12(x" —8)sen a0 +

+4n(3n*—16)cosa — 9 a’sena, cosa + 6 n(x®— 4) sen®a, —
—4(x*"—8)sen’a + 87 sen®a, cos ao — 12 (x*— 8) @ OS5 o —

—6r ' sen’a,]
L, ql’® J "
M = wrmr—g|325+97 a0 — 12" —8)senas +32xcosar —
—9nlsen a, cosa +24nsena + 4 (n*—8)sen’a +

+ 8nsen’a. cos a0 + 12(x*— 8) a0 cos @t — 670 se'n'ao]

H = H" = 6__(1:?1— 8)[_ 47 4+9a +47mcosa —9sen a cos ao +
+3nsen’a + % sen ao COS o — 6 o sen’aa]
CARGA UNIFORMEMENTE REPARTIDA EN PLANTA
(TOTAL)

Representacion en la figura 8.
Reacciones isostaticas :

V'3=V"i=iz'

D) & =0
Solicitaciéon isostatica :
|
M i co; «
sen a cos a
T =gl AT
£.
My = ql® ser; "a

Reacciones hiperestaticas del arco articulado :

2 ql

v & a ool i A0

=0,212 gl
Reacciones hiperestaticas del arco empotrado :

i) e 32_31' L
M == M= =T gl =002661"

V' e W —x_ it
H= H' = ¢o—g a =020 gl



EJEMPLO

Arco de medio punto de 20,00 m de didmetro sobre pi-
lares de 30,00 m de altura (figura 9), de la misma seccién
que el arco, con pies empotrados.

Carga uniforme sobre la directriz del arco ¢ = 1000 kg/m,
permanente por estimarse en este caso despreciable el efecto
de la sobrecarga.

|
g=1000 kg/m

1000m

3000m

Figura 9 % A
20.00m

7

Rigideces de las piezas:
Arco, considerando simplificacién por simetria (con E = 1,

F=1):
6721E] _ 6721

a7 Sl e
Pilar : —4%]— = ﬁ = 0,133
Rigideces relativas:
Pilar : mf)’_?_s‘———}ﬁ—%— = 0,716
Arco: T&% = 0,284

Efecto de las cargas:
Momentos de empotramiento en el arco:

0,0219 . 1000 . 20,00° = 8760 kgm.
Empuje sin tener en cuenta momentos :

0,250 . 1000 . 20,00 = 5000 kgm.

Figura 10

Diagrama de segunda etapa:

+2490
~6270
+8760

0284
-2490

1240

Desplazamientos independientes:

Por la simetria de figura y cargas tiene solamente uno, el
indicado en la figura 10.

Los momentos iniciales a tener en cuenta, tomando arbi-
trariamente A = 100.000, seran :

g LB bl B A
Arco: — =87 Nss 18696 . 20,007 * 100000 =— 2139 kgm.
gl s 6E] o £ DY o
Pilar : +—l—,—A = 3007 100000 = + 667 kgm.
El empuje del arco sin tener en cuenta momentos :
WET . i 16 I
Ty ke 7L e g it ol
Todos ellos multiplicados por un coeficiente 3 a deter-
minar. .

Diagrama de tercera etapa:
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Ecuacion de equilibrio:
En este caso se plantea expresando el equilibrio de fuer-
zas en proyeccion horizontal en el nudo: '

T'll s H" — O
siendo :
w _— 2490 — 1240 1082 + 874 SR
7 R -+ 3000 o = 124 + 65,4 &
AR 8 . 2490 8. (— 1082) e
H’,—5000+m[—63,9+ 1'20,——00 % = 5317 — 201,7 &
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Figura 11 Figura 12 Figura 13
Quedando, por tanto, la siguiente ecuacion : En el pilar tienen ley lineal; la grafica se representa en
la figura 11.

— 124 — 5317 + (654 + 201,7) 8 = 0
Esfuerzos axiales:

Que resuelta da el coeficiente de desplazamiento : Tienen en el arco, en este caso, la expresién siguiente :
8 = 204 N =N + H sen a
Momentos de nudo defini{tivos: que desarrollada es:
Extremo inferior del pilar: Lo 000 4 20,00 Gl 2,,) PR Rl o
— 1240 + 874.20,4 = 16600 kgm.

= 15710 cos a — 10000 @ cos a + 1210 sen a

Arranque del arco: Valores del esfuerzo axial son:

+ 2490 — 1082 . 204 = — 19600 kgm. M N = + 15710 kgm
: . 15° + 12950 kgm
i El empuje del arco es: 300 + 9690 kgm
0 45° + 6400 kgm
o, =500 — 639 . 204 + == 1E0 _ 1910 kg 60° + 3670 kgm
b g 75° + 1850 kgm
que es aguantado por esfuerzo cortante en el pilar 90° + 1210 kgm
f 16600 + 19600 En el pilar son constantes; su grafica se representa en la
7y - T 000 &2 1210 kg. figura 12.
Momentos flectores: Esfuerzos cortantes:
El momento flector en el arco simétrico, por ser M’ = La expresion de los esfuerzos cortantes en el arco es, en
= — M”’, tiene por expresion : este caso:
M=M + M + H'y I'=1T1Ti— H cos a

la cual, desarrollada, es:

1000 . 20,00° 7= %028 (. _ a)sena—1200cosa =

3 (x—2sena—xcasa+2ac03a)—
20,00 = 15710 sen a — 10000 a sen « — 1210 cos a
— 19600 4 1210.# sen a =

= 137500 — 87900 sen a — 157100 cos a + 100000 @ cos a

que desarrollada, sustituyendo los correspondientes valores, es:

M=

Los valores suyos son:

a= 0° T = — 1210 kgm
Valores del momento flector son: 15° + 2220 kgm
30° + 4190 kgm
a= 0° M = — 19600 kgm 45° + 4700 kgm
15° — 9100 kgm 60° + 4000 kgm
30° + 2800 kgm 75° + 2220 kgm
45° + 19700 kgm 90° 0 kgm
60° + 35200 kgm
75° + 45800 kgm Los esfuerzos cortantes en el pilar son constantes. La gra-
90° + 49600 kgm fica se representa en la figura 13.
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